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Exercice 1 : Normes matricielles

(a) Montrer que [[Al|o = max; ) |a;]

Par définition,

[Allco = max [|Az|lcc = max max Zaijxj .
llz]lco=1 lzflo=1 ¢ 7

Si ||z]|e = 1, alors pour tout i,

> g < agllag] < laglllzlle = Y lagl,
J J J J

donc [|Alloc < max; > |aij|.
Soit p maximisant ), [ap;| et définissons x; = sgn(ay;) (et x; =1 si ap; =
0). Alors ||z|lcc =1 et

|4l 2 [Aalloe 2 |3 apjas| = S lags| = max 3" Jayl.
J J J

Ainsi,
[Alloe = miaXZ |ai;|-
J

(b) Montrer que =[]l < [[]l2 < Vit ]l
On utilise, pour tout z € R,

[2]loe < llzll2 < vV [|2]loe-

Alors

ety _ o VAT VAT

Allo = max
Al = e S, S el S R alle



De méme,

A A A
Al — 12l el s
w20 |zlloo T w£0 [lzflec T w20 |z[2/v/n

= Vn A2,

dott 2= Al < || Al

(c) Montrer que ||Alls < /|| A1 [|A]|0o

On a
IA[5 = p(AT A).

Pour toute norme matricielle subordonnée et toute matrice M,
p(M) < || M]|.

En particulier,
IA[I3 = p(ATA) < [|AT Al .

Par submultiplicativité de la norme oo,
1AT Alloe < 1A oo [ Alloo-
Or, par définition des normes 1 et oo,
1A o = [1All1-

Ainsi,
IANZ < 1Al | Allos

et en prenant la racine carrée,
[Allz < VAl [ Alloo-

(d) Soit A = ww” € R™". Montrer que ||A||r = ||A4]2 =
[ull2][oll2 et [Allec = llulloo[v]]x-

On a Q5 = (UUT)U‘ = U;Vj.

Norme de Frobenius.

m n m n m n m n
DTERED ol ST of TP of e (zu%) a2 | = Julol,

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

d'ou [[Allr = [full2[[v]l2-



Norme subordonnée || - ||;. Pour tout z # 0,
Av=u@'z) = Azl = v 2| [lulz < [Jv]2]loll2 |ull2,

donc || A||2 < |lull2|lv]|2- De plus, pour = = v/||v||2 (si v # 0),

[[Az]l2
. lullz [v" (v/[v]l2)] = [lull2][v]l2,
donc || A||2 = |lull2llv]l2 (le cas v = 0 est trivial).
Norme oo.
n n n
JAlloo = max > fas;] = max Y fusos] = max | Jusl 3 Jo| | = (max fuil) | 3 Josl | = Julloclloll.
_z_mj:1 4 ; v j=1 ¢ j=1

(e) Soit A € R"*" inversible, de valeurs singuliéres g; > -+ >
o, > 0. Soit E telle que A + E est singuliere.

Comme A 4 FE est singuliere, il existe z # 0 tel que
(A+ E)z =0.

Donc
Ex = —Ax.

En prenant la norme euclidienne et en utilisant la définition de la norme opérateur,
1E|2 |z]l2 = [|Ez|l2 = [[Az]|2.

Par définition de la plus petite valeur singuliere o,,,
|Az|2 > op [[z]l2  pour tout z.

Comme x # 0, on en déduit
1Ell2 = o

Pour I'égalité, soit A = ULV une décomposition en valeurs singulieres de
A et soient u,, et v, les vecteurs singuliers associés a o,,. En posant

T
E=—opunv,,

on a |[|[Ells =0, et
(A4 E)v, =0,

donc A + E est singuliere.

Exercice 2 : Conditionnement d’un systeme linéaire

_ (1~
A_<O 1>7 v > 0.

Soit



(a) Calcul de k4 (A)

_ ]. "Y ]. 0 R1<—R17’YR2 ]. O ]. 7’}/
[A“]_(o 10 1) ><o 10 1)'

1 (1 =y
A _(0 1).

Al =147 A7 =147, [me(d) = (1+2)7]

Ainsi

De plus,

(b) Sensibilité a une perturbation de b
Az +62) =b+0b = Adzr =6b = dx = A~14b.

Donc
16200 < 147 |00 |0b]|oo-

De plus, comme b = Az,

15le
bloo < [[Allsol®]loo = ||%]|0o = —7—-
bl < Aol = llollo > 1=
Ainsi,
52]loc 16t 195
< N[ Allso| A= oo 2020 1 4 )2 190 |
E e e i IR TV

Conditionnement : comme ko (A) = (14 )2, le probléme est bien conditionné
si v est petit, et mal conditionné si v est grand.

(c) Cas ou la borne est atteinte

Choisir . . .
+7
o=() omae=(17) o= ()
Alors .
63::A16b:< +7).
-1
On obtient
02| oo 1[00]| o
= Koo(A) T —.
£ 1] oo




Exercice 3 : La formule de Sherman—Morrison

(a) Montrer que I + uv’ est inversible si et seulement si

viu # —1

Nous savons qu’une matrice est inversible si et seulement si son noyau est trivial
ker(A) = {0}.

Posons
A=T+u".

Calculons I'image du vecteur w :
Au= (I +u)u.

En distribuant,
(I 4w )u = Tu+ (vl )u.

Comme [u = u, on obtient

=u+ (uw?)u.
Or v"u est un scalaire, donc
(wvT)u = u(vTw).
Ainsi,
Au = u+u(vTu) = (14 v u)u.
Si
vl = -1,
alors
Au = 0.

Comme u # 0, on a trouvé un vecteur non nul dans le noyau :

u € ker(A), ker(A) # {0}.

T

Donc la matrice I + uv” n’est pas inversible lorsque v7u = —1.

Réciproquement, si v7u # —1 et si Az = 0, alors

z+u(lz)=0.

T

En posant a = v* x, on obtient



d’ou
a1+ vTu) = 0.
Comme 1+ vTu #0, on a o = 0, donc x = 0.
Ainsi,
Ker(4) = {0},

et la matrice est inversible.

’I +uv? est inversible <= vTu # —1.

(b) Trouver a tel que (I +uwv?)™t =T + auv?

Nous cherchons un scalaire « tel que
(I 4+uw™)(I + auv™) = 1.
Développons le produit :
(I +uwh)(I + auv?) = I + cwv” + w? + a(uv?) (uvT).

Or,
(woT) (uvT) = u(wTu)o” = (vTu) w?,

car vTu est un scalaire.

Ainsi,
I+ uwh) I +aw”) =TI+ (a+1+av w)u’.
Pour que B = I+auv? soit I'inverse de A = I +uw?, il faut que le coefficient
de uv™ soit nul :
a+1l+avTu=0.

On obtient alors
a(l+vTu) = —1,

d’olt

1

= T Ty

Nous avons donc trouvé a (ou o) tel que B soit 'inverse de A.

(c) Trouver une formule explicite pour (L + uv’)™!
On commence par factoriser :
L+w! = L(I + L_luvT).

Posons
2=L""u.

Alors



et donc
L4+wT = L(I + z07).

Par la sous-question (b), on sait que

_ 1
(I+Z’UT) 1ZI*mZUT,

si
1+0vTz#£0.

Comme (AB)~! = B71A~1, on obtient
(L+uwD)™ =T+ 2077 1L7L
En remplacant z = L~ 1u, cela donne

1

L T—1: J— — -
(L4 uv?) ( 1+ 0vTL 1y

L'y ’UT) L.

On peut aussi écrire la formule sous la forme classique de Sherman—Morrison

Lty Lt

L T —1:L—1_7.
(L4 uv™) 1+0TL 1y

(d) Implémentation

L’algorithme du point (d) a été implémenté en Matlab dans le fichier ShermanMorrison.m.
Ce fichier résout le systéme (L +uv? )z = b lorsque L est triangulaire inférieure
inversible, en appliquant la formule de Sherman—Morrison.

(e) Tests numériques

Les tests demandés pour n = 5, 10, 20, 40, 100 (génération aléatoire de L, u, v, b,
calcul du résidu r = b — Az et de sa norme) sont effectués dans le fichier
test_sherman.m. Les sorties affichent notamment la norme du résidu et une
mesure relative

i

LAl + llol

(f) Couit de ’algorithme et comparaison avec Gauss

Dans l'algorithme du point (d), on effectue :
1. une résolution triangulaire Lw = u : colt Cp;
2. le calcul de o (produit scalaire vTw) : cofit O(n);

3. une résolution triangulaire Ly = b : cout Cp;



4. le calcul z = y + ow(vTy) : deux produits scalaire/vecteur, cotit O(n).

Donc le cott total est
2CL + O(n) .

Pour une matrice triangulaire inférieure, une résolution Ly = b par substi-

tution avant a un cout
CL = O(n2),

donc 'algorithme Sherman—Morrison a un cotit global
O(n?)|.

En comparaison, I’élimination de Gauss appliquée a une matrice dense A €
R™ ™ cotuite

o(n®)|.

Ainsi, pour la matrice A = L + uv”, la méthode de Sherman-Morrison est
moins coiiteuse que I'élimination de Gauss (surtout lorsque n est grand).



